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電気学会技術者教育委員会パワーエレクトロニクス教育 WG 
第４回パワエレ・セミナー 

「テーマ１：空間ベクトルとその応用」 
2014 年 12 月 20 日(土)13：00～17：00  

於：青山学院大学相模原キャンパス L 棟 L-402 教室 
 

 これまでのパワエレ・セミナー「電動機制御の基礎」の中で説明した多くの項目の中から

特に重要と思われるものを個別テーマとして取り上げたシリーズを開始します。今回は、「テ

ーマ１：空間ベクトルとその応用」として空間ベクトルの考え方について分かり易く、時間

をかけて説明します。最初のハードル（本当は非常に低い）さえ超えれば、大変便利な考え

方であること、色々な計算が簡単に行えることが分かります。 
 

主な内容 
 

１． 空間ベクトルとは 
空間ベクトルと三相電圧・電流の関係、変換式の考え方。 
複素数としての取扱いとベクトルとしての取扱い。 

２． 三相電圧・電流波形と高調波 
三相電圧・電流波形と高調波の関係、空間ベクトルと高調波の関係。 
具体的な交流波形（180 度矩形波など）を対象に具体的に検討。 

３． 同期回転座標とαβ／dq 変換  
αβ／dq 変換の考え方。回転座標変換が極めて簡単に行えること。 
静止座標（αβ座標）と回転座標（dq 座標）での電圧・電流方程式。 

４． 複素フィルタ 
空間ベクトルに対するフィルタの考え方、特にバンドパスフィルタについ

て具体的に検討。 
５． 空間ベクトルを用いた誘導機の等価回路 

空間ベクトルとαβ／dq 変換を用いると、誘導電動機の等価回路（過渡時

にも利用可能）が簡単に導出できること。 
６． アンケート： 基礎知識（受講前）の状況、セミナーの内容やレベルに

ついて、重要な概念の理解度のチェック、資料や説明方法について、今後

開催を希望するテーマなど 
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１． 空間ベクトルとは 

○空間ベクトルの定義（三相／αβ変換）  

 三相電圧・電流の瞬時値より、次の定義式に従って空間ベクトルを求める。 
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これは、複素平面上でαβ軸と三相の軸を下図のように選ぶことに相当。 

uvw, αβの座標軸の関係 

             

三相／αβ変換は行列を用いて表記することも可能であるが、複素数を使うことにより、記述が

簡単となる。 

 

○基本波のみの場合の空間ベクトル 

一例として三相正弦波の場合を考える。 
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次の関係式を利用して、定義式に代入すると、 
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この結果より、三相電圧が対称で基本波のみの場合、その空間ベクトルは、複素平面上で原点を中

心とした円の上を回転することが分かる。また、円の半径（振幅）は相電圧実効値の 3 倍で、回転

角速度は角周波数ωである。 

次に相電流が次式で与えられるものして、電流の空間ベクトルを求める。 
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  電圧に対して位相遅れがある点のみが異なり、結果は次式となる。 

    ( )ϕω
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−= tjIe3i  

○空間ベクトル（複素数）の内積 

複素数を単位ベクトルを１およびｊとしたベクトルと考え、内積（演算子を●で表す）を計算する。 
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大切な関係式 
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これらの関係を用いると 
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  この関係式は、空間ベクトルから相電流（相電圧）を逆算したい場合に利用する。v, w 相について

は、それぞれの軸方向の成分を取ればよく、次式の関係が得られる。 
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○三相の瞬時電力は電圧ベクトルと電流ベクトルの内積から求められる。 

  空間ベクトルの定義式から次式に従って内積を取ると、三相全体の瞬時電力に一致することが分か

る。 
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ただし、 0=++ wvu iii を仮定しており、三相３線式には適用できるが、三相４線式ではコモンモー

ド成分（零相分）を別途計算する必要がある。 

また、空間ベクトルとし次式が成り立つため、直交成分から計算するか、極座標成分から計算する

かは自由に選択できる。 
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 先に求めた基本波のみの場合について考えると、 
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となり、相電圧実効値V 、相電流実効値 I 、力率 ϕcos から求まる三相電力であることが確認できる。 

 

○コモンモード電圧の取扱い 

0,0 ≠++≠++ wvuwvu iiivvv  の場合にはコモンモード電圧によりコモンモード電流が流れること

になる。ただし、正相分や逆相分に対する電動機の等価回路とコモンモード（零相分）に対する電動機

の等価回路が異なることに注意が必要。すなわち、正相分や逆相分電流が回転磁界を発生するのに対し、

零相分電流が作る有効磁束は互いに打ち消しあい、各相の漏れ磁束のみが残る。この結果、零相分に対

しては漏れインダクタンスのみが有効で、励磁インダクタンスを零とした等価回路となる。 

一般に、中性点を介して電流が流れるため、三相全体の電流を考えるのが分かり易い。 
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コモンモード電圧による問題を解決するには、コモンンモードチョークコイルやコモンモード変圧器

を挿入して、コモンモード電流を抑制する必要がある。 
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２． 三相電圧・電流波形と高調波 

 

三相の電動機では通常、巻線および磁気回路の構造が相により異なることはなく、三相の対称性が確

保されている。従って、定常状態では、電圧（電流）波形について次の関係が成り立つ。 
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○電圧形インバータの出力電圧波形（６パルス）の高調波 

一例として、三相電圧形インバータを６パルス運転した場合の電圧波形を考える。インバータの直流

電圧 dE の中点を基準とすると、各相の電圧は 180 度毎に極性が変わる矩形波となる。振幅を 2/dE と

してフーリエ級数展開すると、   
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周波数成分のうち、3の倍数の次数の高調波は零相成分となり、 

( ) ( ) ( ) 



 +−+−=++= ttt

Evvv
v dwvu ωωω

π
15cos

15
19cos

9
13cos

3
1

2
4

30  

従って、零相分を差しい引いた電圧は、 
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ここで、 
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の関係があるため 
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となり空間ベクトルに変換すると次式が得られる。 
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なお、零相分を含む電圧波形から空間ベクトルを計算しても、同じ結果が得られる。 

 

○電流形インバータ（120 度通電）の出力電流波形と高調波 

120 度通電波形は位相の異なる 180 通電波形の平均として求められる。 
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空間ベクトルに変換すると 
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○この結果より得られる重要な結論 

静止座標（αβ軸）からみると、基本波ベクトルの回転方向に対し、第５次高調波ベクトル（一般に

は第（6k－1）次）の回転方向は逆であり、第７次高調波ベクトル（一般には第（6k＋1）次）の回転方

向は同じである。 

 

３． 同期回転座標(dq 座標)とαβ／dq 変換 

回転磁界に同期して回転する dq 座標（同期回転座標）から見ると、基本波電圧・電流の空間ベクトル

が静止（直流）して見えるため解析が簡単となる。 

          

dq 軸、αβ軸、三相の関係 

 

○基本式（αβ／dq 変換） 
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ただし、α軸に対する d軸の角度を tωθ = とする。一例として 
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高調波を含む場合を考えると 
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○この結果より得られる重要な結論 

基本波に対して同期する同期回転座標（dq 軸）から見ると、基本波ベクトルは静止して見え、第５次

高調波（一般には第（6k－1）次）は座標の回転とは逆方向に 6ωで回転するベクトル、第７次高調波（一

般には第（6k＋1）次）は座標の回転と同じ方向に 6ωで回転するベクトルに見える。従って、第 5次と

第７次の高調波は dq 軸では同じ周波数 6ωの成分になるが周波数の符号（回転方向）が異なることにな

る。一つの軸のみで見ると回転方向を判定することはできないが、２つの成分を持つ空間ベクトルで考

えることにより、回転方向を判別できる。 

○αβ軸と dq 軸での電圧・電流方程式の違い 

 一例として次の方程式を考える。 
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ただし、
td

dp =  

○この結果より、αβ座標とｄｑ座標では、微分演算子のみを置き換えればよ 

いことが分かる。 
αβ座標から dq 座標への変換  ωjpp +     
dq 座標からαβ座標への変換  ωjpp −  

 

４．複素バンドパスフィルタ 

○ dq 座標でローパスフィルタを挿入することと、αβ座標で基本波に対する複素バンドパスフィルタ

を挿入することは等価である。 
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○空間ベクトルの実部と虚部を別々に考え、複素バンドパスフィルタを 2入力 2出力で表現すると 

          

 

 

○複素バンドパスフィルタの応答 

次の入力に対する過渡応答を考える。 

( ) ( )
ωαβ

ω
αβ js

set tj

−
== 1, Uu  

出力は 

( )
ajsjsjsajs

a
sss

+−
−

−
=

−
×

+−
=×=

ωωωωαβαβαβ
111)()( UGY  

( ) ( )attjtjattj eeeeet −− −=−= 1ωωω
αβy  

同じ応答を dq 座標（回転角速度ω ）で考えると、 

( ) ( ) ( )
s

stet dq
tj

dq
1,1 === − Uuu αβ

ω  

( )
asssas

a
sss dqdqdq +

−=×
+

=×= 111)()( UGY  

( ) ( ) at
dq

tj
dq etet −− −== 1yy ω  

○複素バンドパスフィルタのメリット 

 αβ／dq 変換を行ってローパスフィルターを通し、dq／αβ変換により戻す操作が、座標変換を行わ

ずに実現できる。座標変換には sin や cos の演算が必要なため演算時間が問題となる場合があるが、複

素バンドパスフィルタとすれば演算時間が短縮できる。 

 

○複素バンドパスフィルタの周波数特性 

 複素バンドパスフィルタの伝達関数を次式とする。 

 
ajs

a

+− ω βα

αβ
jyy +=

y
βα

αβ
juu +=

u

   
as

a

+

   
as

a

+

+

a/ω

a/ω

αu

βy

αy

βu
+

+

−
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( )
ajs

a
s

+−
=

ω
G  

次の入力を考える。 

( )

( )
ω

ω

jks
s

ket tjk

−
=

∞<<∞−=

1

,

U

u
 

出力を計算すると 

( ) ( ) 







+−

−
−−+

=
−

×
+−

=
ajsjkskja

a

jksajs

a
s

ωωωωω
11

1
1Y  

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )attkj
j

tj
dq

tjktkjat
j

tjattjk

ee
ka

ae
tet

a

k

eee
ka

ae
eee

kja

a
t

−−−

−−−−

−
−+

==−−=

−
−+

=−
−+

=

ω
ϕ

ω

ωω
ϕ

ωω

ω
ωϕ

ωω

1

22

1
22

1

1arctan

1
11

yy

y

 

 以上の結果より、定常状態を考えれば、中心周波数ωのバンドパスフィルになっており、

( ) akak ±=±=− ωωω1  の時、入力に対し出力が振幅が 2/1 、位相が 4/π となることがわか

る。また、 0>a を大きく選ぶほど過渡応答が速くなるが、通過帯域が広くなる。 ωω 7,5− の高調波を

除去し、基本波成分のみを出力したい場合には a をあまり大きく選ぶことはできない。トレードオフを

考えると ωω << a2/ の範囲に選ぶのが適切と思われる。 

 

○第 5次と第７次の高調波を dq 軸上で区別する場合 

ｄq軸上で第5次と第７次を区別するためには高調波のｄ軸成分とｑ軸成分の両者に着目する必要があ

る。例えば、次のような伝達関数をもつ２入力２出力のフィルタを通すことによりそれぞれの dq 成分を

求めることができる。 

ωω 6js
,

6js ++−+ a

a

a

a
 

前者が第７次高調波を分離するためのフィルタである。入力を ( )yx j+ 、出力を ( )vu j+ で表わすと、

次のような関係があり、出力虚部から入力実部への、出力実部から入力虚部へフィードバックをもつ、

２入力２出力のフィルタであることがわかる。 

( ) ( ) ( ) ( )( )sYsX
a

a
sVsU j

6js
j +

−+
=+

ω
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )sUsaY
a

sVsVsaX
a

sU ωω 6
s

1,6
s

1 +
+

=−
+

=  

また、入力が ω6jj eyx =+  の場合を考えると、 

( ) ( )
ωωωω 6js

1
6js

1
6js

1
6js

sjs
−+

−
−

=
−−+

=+
aa

a
VU  

従って、 

( )atttatt eeeeevu −− −=−=+ 1j 6j6j6j ωωω  
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出力ベクトルは t＝0では原点にあるが、時間とともに半径が増加し、入力である半径１の回転ベクトル

に漸近することがわかる。 

 

５．誘導電動機の基本式 

固定子側の一次巻線について、静止座標（αβ軸）で考えると、次式が成りたつ。 

( ) αβαβαβ _2_111_1 pp iiv MLr ++=       

    

 

注)  電流の方向は何れも相互結合した２つに巻線に入る方向（磁束を強めあう方向）にとって考える。

実際には負荷側の電流の方向は逆となるが、計算を分かり易くするためにこの方向とする。なお、

定義は自由であり、結果的に解が負となる。 

一方、回転子側の二次巻線については、回転子と同期して角速度 mω で回転する回転座標系（γδ軸）

で考えると、次式が成り立つ。 

( ) γδγδ _222_1 pp0 ii LrM ++=    

       

さて、同じ空間ベクトルでも、どの座標系から見るかにより、表現（見え方）が異なる。一次電流

の空間ベクトルを考えると、αβ軸から見た空間ベクトル αβ_1i とγδ軸から見た空間ベクトル γδ_1i の間

には次の関係がある。 

γδ
ω

αβαβ
ω

γδ _1
j

_1_1
j

_1 iiii tt mm ee =⇔= −  

 

同様に、 γδ
ω

αβαβ
ω

γδ _2
j

_2_2
j

_2 iiii tt mm ee =⇔= − の関係がある。上式に、これらの関係を代入して変

形すると、 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) αβαβ

αβ
ω

αβ
ω

αβ
ω

αβ
ω

γδγδ

ωω
ωω

_222_1

_222
j

_1
j

_2
j

22_1
j

_222_1

jpjp0
jpjp0

pp0

pp0

ii
ii

ii

ii

LrM

LreMe

eLreM

LrM

mm

m
t

m
t

tt

mm

mm

−++−=

−++−=

++=

++=

−−

−−

 

1
L 

αβ 
_ 1 v 

αβ _1 i 
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従って、αβ座標系から見た誘導機の基本式は次式で表すことができる。 

( ) ( ) 















−+−

+
=









αβ

αβαβ

ωω _2

_1

22

11_1

jpjp
pp

0 i
iv

LrM

MLr

mm

 

変圧器と同じように、二次側を一次に換算することを考える。2列目を k倍するとともに、二次電流を

１/ｋ倍して変形すると次式を得る。 

( ) ( ) 















−+−

+
=








kLkrkkM

kMLr

mm /jpjp
pp

0 _2

_1

2
2

2
2

11_1

αβ

αβαβ

ωω i
iv

 

等価回路が簡単となるよう、 2/ LMk = と選ぶと 

( ) ( ) ( ) 
















−+−
+

=







kLMrLMLM

LMLr

mm αβ

αβαβ

ωω _2

_1

2
2

2
2

22
2

2
2

11_1

jpjp
pp

0 i
iv

 

パラメータを下記のように置き換える。なお、σ は漏れ係数と呼ばれる。 

( )

( )MLr
L

M
r

LL

M
LLLL

L

M
L

dqdq

mm

2_2_22

2

2
2

21

2

1111
2

2

,

1,,1

ii =′







=′

−==−=−== σσσ 

 

この時、基本式は 

( )
( ) ( ) 








′








−+′−

++
=









αβ

αβαβ

ωω _2

_1

2

11_1

jpjp
pp

0 i
iv

mmmm

mm

LrL

LLr 
 

また、 αβ_2i′ の代わりに、励磁電流 αβαβαβ _2_1_ iii ′+=m を用いて整理すると、 

( ) 















−+′′−

+
=









αβ

αβ

ω _

_1

22

11_1

jp
pp

0 m

dq

mm

m

Lrr

Lr

i
iv 

 

この関係式を回転磁界に同期して回転する同期回転座標（dq 軸）の関係に変換する（形式的に添え字

のαβを dq に、また、微分演算子 pを（p+jω）に置き換えればよい）。 

( ) ( )
( )( ) 
















−++′′−

+++
=









m

dq

mm

mdq

Lrr

Lr

i
iv _1

22

11_1

jp
jpjp

0 ωω
ωω 

 

この関係式を等価回路で表わすと、次のようになる。 
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過渡時にも適用できる誘導電動機の等価回路 

 

ただし、 2T は二次側の回路の時定数であり、
2

2

2
2 r

L

r

L
T m =

′
=  

 


